
Äâàäöàòûé Ïåðâûé Ðîññèéñêèé Ôåñòèâàëü þíûõ ìàòåìàòèêîâ

Ðåøåíèÿ Ëèãè ñòðàòåãèé. ×åòâåðòûé òóð.

1. Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî â ðàâíîñèëüíîì âèäå

x3(y − z)2(xy + xz − yz) + y3(x− z)2(yx+ yz − zx) + z3(y − x)2(zy + zx− yx) > 0.

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x > y > z, òîãäà ïåðâîå ñëàãàåìîå íåîòðèöàòåëüíî, âòîðîå íåîòðèöà-
òåëüíî è íå ìåíüøå, ÷åì z3(y − x)2(yx + yz − xz) (òàê êàê y > z è |x − z| > |y − x|), à ïîòîìó ñóììà âòîðîãî è

òðåòüåãî ñëàãàåìûõ íå ìåíüøå, ÷åì

z3(y − x)2 · 2yz > 0.

2. Ïóñòü P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ CK è AL; òî÷êè X è Y � ïðîåêöèè òî÷êè P íà ïðÿìûå AB è BC;
òî÷êè M è N � ñåðåäèíû îòðåçêîâ AK è CL ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê òðåóãîëüíèêè AKP è CLP ïîäîáíû, òî

AM/MX = CN/NY . ÏóñòüD � òî÷êà äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíàÿ òî÷êåB íà îïèñàííîé âîêðóã òðåóãîëèíêà

ABC îêðóæíîñòè. Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó AK ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ PD. Ïóñòü O � èõ òî÷êà

ïåðåñå÷åíèÿ. Òîãäà, ïî òåîðåìå Ôàëåñà, AM/MX = DO/DP = CN/NY . Òàê êàê ïðÿìûå CD è PY ïàðàëëåëüíû,

òî ïî îáðàòíîé òåîðåìå Ôàëåñà èì æå ïàðàðëëåëüíà ïðÿìàÿ NO, ñëåäîâàòåëüíî òî÷êà O � öåíòð îêðóæíîñòè

S, à, çíà÷èò, ïðÿìàÿ PO ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó D.

3. Îáîçíà÷èì öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ÷åðåç O, à öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè

òðåóãîëüíèêà ABM ÷åðåç I. Äîêàæåì, ÷òî òî÷êè A, O, I è B ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî,

îáîçíà÷èì óãîë ∠C ÷åðåç γ. Òîãäà ∠AOB = 2γ. Òàê êàê òðåóãîëüíèê DMC � ðàâíîáåäðåííûé, òî ∠DMC =
π − 2γ. Òîãäà ∠AMC = 2π − 4γ. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠AMB = 4γ − π è ∠AIB = π/2 + (4γ − π)/2 = 2γ. Òàê êàê

AO = BO, òî òî÷êà O � ñåðåäèíà äóãè AIB, ñëåäîâàòåëüíî îíà ðàâíîóäàëåíà îò ïðÿìûõ AI è BI.

4. Ïîëîæèì F (t) = t+ 1/t, gn(x) = f(x)/
√
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Îáîçíà÷àÿ x1/2 = t è çàìå÷àÿ, ÷òî F (1/t) = F (t) ïîëó÷àåì, ÷òî òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ G(t) :=
tF (F (. . . (t) . . . )) ïîëîæèòåëüíîãî àðãóìåíòà t ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Åñëè 0 < t1 < t2, òî, îáîçíà÷àÿ, t2 = ct1, ãäå
c > 1, çàìå÷àåì, ÷òî F (t1) < cF (t2), è, åñëè x < cy, òî è F (x) < cF (y). Òîãäà ïî èíäóêöèè F (F (. . . (t1) . . .)) <
cF (F (. . . (t2) . . .)), îòêóäà, óìíîæàÿ íà t1, ïîëó÷àåì G(t1) < G(t2), ÷òî è òðåáîâàëîñü.

5. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ðàññìîòðèì (ïëîñêèé) ãðàô, îáðàçîâàííûé âåðøèíàìè � óçëàìè ñåòêè è ðåá-

ðàìè � ïðîâåäåííûìè äèàãîíàëÿìè. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè â íåì èìåþò îãðàíè÷åííîå

ñâåðõó ÷èñëî âåðøèí, ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðåáåð è äèàìåòð (ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå � íàïðè-

ìåð, åâêëèäîâî, � ìåæäó âåðøèíàìè êîìïîíåíòû). Íàçîâåì ìàêñèìàëüíîé êîìïîíåíòó, êîòîðàÿ íå ëåæèò âíóòðè

êàêîé�òî áîëüøåé êîìïîíåíòû. Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ êîìïîíåíòà ëåæèò âíóòðè ìàêñèìàëüíîé, èíà÷å ïîñòðîèì

âëîæåííóþ (ðàñøèðÿþùóþñÿ) öåïî÷êó êîìïîíåíò.

Ðàññìîòðèì êâàäðàò (äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàçìåðà) è âñå êîìïîíåíòû âíóòðè íåãî. Áóäåì ïðîèçâîäèòü ñ íèìè

òàêèå îïåðàöèè. Åñëè ðåáðî AB åäèíñòâåííîå, âûõîäÿùåå èç âåðøèíû B, çàìåíèì äèàãîíàëü AB íà äðóãóþ äèà-

ãîíàëü êâàäðàòà. Êîëè÷åñòâî âåðøèí â îäíîé êîìïîíåíòå óìåíüøèëîñü íà 1, è äîáàâèëàñü êîìïîíåíòà èç îäíîé

âåðøèíû. ßñíî, ÷òî ýòè îïåðàöèè çàêîí÷àòñÿ. Òåïåðü ñòåïåíè âñåõ íåèçîëèðîâàííûõ âåðøèí ãðàôà íå ìåíüøå

äâóõ. Ðàññìîòðèì ãðàíèöó îäíîé èç ìàêñèìàëüíûõ êîìïîíåíò. Åñëè ïîêðàñèòü âñå óçëû â øàõìàòíîì ïîðÿäêå, òî

îíà, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïðîõîäèò òîëüêî ïî áåëûì óçëàì. Ðàññìîòðèì âñå âåðøèíû è ðåáðà ýòîé êîìïîíåíòû

è ñîäåðæàùèõñÿ â íåé. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî âåðøèí íà 1 áîëüøå, ÷åì ðåáåð (Â=Ð+1). Äåéñòâèòåëüíî, ñåòêà áåëûõ

óçëîâ (ñî ñòîðîíîé
√
2) ðàçáèâàåò âíóòðåííîñòü êîìïîíåíòû Ê íà êâàäðàòèêè ñî ñòîðîíîé
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2. Çàìåíèì âñå ðåáðà

ãðàôà âíóòðè Ê íà ðåáðà óêàçàííîé êâàäðàòíîé ñåòêè. ßñíî, ÷òî ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî ðåáåð íå ïîìåíÿåòñÿ (â

êàæäîì åäèíè÷íîì êâàäðàòèêå êàê áûëà îäíà äèàãîíàëü, òàê è îñòàíåòñÿ). Ïîëó÷èòñÿ ãðàô ñ áåëûìè âåðøèíàìè,

â êàæäîé âíóòðåííåé ãðàíè êîòîðîãî èìååòñÿ èçîëèðîâàííàÿ ÷åðíàÿ âåðøèíà. Òåïåðü òðåáóåìîå Â=Ð+1 ñëåäóåò

èç ôîðìóëû Ýéëåðà (Â áóäåò ðàâíî ñóììå êîëè÷åñòâà âåðøèí è âíóòðåííèõ ãðàíåé ñâÿçíîãî ïëîñêîãî ãðàôà).

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî åñëè âçÿòü áîëüøîé êâàäðàò N × N è ïðîñóììèðîâàòü ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà ïî âñåì

ìàêñèìàëüíûì êîìïîíåíòàì âíóòðè íåãî, ïîëó÷èòñÿ, ÷òî êîëè÷åñòâà âåðøèí ãðàôà áîëüøå, ÷åì ÷èñëî ðåáåð

õîòÿ áû â 1 + c (c > 0) ðàç, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêè íå òàê (êîëè÷åñòâî è âåðøèí, è ðåáåð ðàâíî N2 +O(N)).

6. Ïóñòü ó âòîðîãî åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ. Òîãäà, åñëè ïåðâûé çàõî÷åò âûèãðàòü â èãðó �ñäåëàé ñâîé

ãðàô ñâÿçíûì�, åìó ýòî òåì áîëåå óäàñòñÿ. Ïóñòü îíè òàê è èãðàþò êàæäûé â ñâîþ èãðó, â èòîãå ïîëó÷èòñÿ äâà

ñâÿçíûõ ãðàôà ðàçíîãî öâåòà.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè â ãðàôå åñòü äâà ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñâÿçíûõ ïîäãðàôà (ñðàçó îñòàâèì â êàæäîì

òîëüêî ïî îñòîâíîìó äåðåâó, äåðåâüÿ íàçîâåì A è B), òî âòîðîé âûèãðûâàåò. Äîêàæåì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî
äàæå äëÿ ãðàôîâ ñ êðàòíûìè ðåáðàìè èíäóêöèåé ïî ÷èñëó âåðøèí. Áàçà äëÿ äâóõ âåðøèí î÷åâèäíà. Ïðîâåäåì

ïåðåõîä ïóòåì ñâåäåíèÿ ê ñëó÷àþ ìåíüøåãî ÷èñëà âåðøèí. Ïóñòü ïåðâûé ïîêðàñèë ðåáðî e äåðåâà A (åñëè îí



íå ïîêðàñèë ðåáðà äåðåâüåâ A,B, õîäèì â äåðåâî B êàê óãîäíî). Â äåðåâå B íàéäåòñÿ ðåáðî xy, ñîåäèíÿþùåå
âåðøèíû ðàçíûõ êîìïîíåíò A \ e. Åãî è ïðîâåäåò âòîðîé èãðîê. Ïîñëå ýòîãî îí ìûñëåííî ñòÿíåò ðåáðî xy â

òî÷êó è íàéäåò â ïîëó÷åííîì ãðàôå äâà åùå íå îêðàøåííûõ îñòîâíûõ äåðåâà A′, B′. Çíà÷èò â íåì âòîðîé èãðîê

âûèãðûâàåò. Âåðíåìñÿ ê èñõîäíîìó ãðàôó, ðàñòÿãèâàÿ îáðàòíî ðåáðî xy, òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èì ñòðàòåãèþ

èãðû â èñõîäíîì ãðàôå.

7. ×èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå ñâîéñòâàì óêàçàííûì â óñëîâèè, áóäåì íàçûâàòü õîðîøèì. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî

2 · 5 · 7 = 70 � õîðîøåå. Òàê êàê ñóììà âñåõ åãî äåëèòåëåé ðàâíà 3 · 6 · 8 = 144 > 2 · 70, òî åñòü ñóììà âñåõ åãî

ñîáñòâåííûõ äåëèòåëåé ðàâíà 74. Òàê êàê ñóììà íèêàêèõ ñîáñòâåííûõ äåëèòåëåé ÷èñëà 70 íå ðàâíà 4, òî ñóììà

íèêàêèõ ñîáñòâåííûõ äåëèòåëåé íå ðàâíà 70, òî åñòü ÷èñëî 70 äåéñòâèòåëüíî õîðîøåå.

Ïóñòü n � õîðîøåå ÷èñëî, è åãî äåëèòåëè ýòî 1, a2, a3, . . . , ak, n. Ïóñòü p äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïðîñòîå ÷èñëî,

áîëüøåå ÷åì ñóììà âñåõ äåëèòåëåé ÷èñëà n. Ðàññìîòðèì ÷èñëî pn. Åãî äåëèòåëè ýòî 1, a2, a3, . . . , ak, n; p, pa2,
pa3, . . . , pak, pn. Òàê êàê ïðè óìíîæåíèè íà áîëüøîå ïðîñòîå p ñóììà âñåõ äåëèòåëåé óâåëè÷èëàñü â p+ 1 ðàç, à
÷èñëî óâåëè÷èëîñü â p ðàç, òî ñóììà ñîáñòâåííûõ äåëèòåëåé ÷èñëà pn áîëüøå ÷èñëà pn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóììà
íåêîòîðûõ åãî äåëèòåëåé ðàâíà pn, òîãäà ñðåäè ýòèõ äåëèòåëåé íå ìîæåò áûòü äåëèòåëåé íåêðàòíûõ p òàê êàê

ñóììà âñåõ òàêèõ äåëèòåëåé ìåíüøå ÷åì n. À åñëè ñóììà íåñêîëüêèõ äåëèòåëåé âèäà pai ðàâíà pn, òî ñîêðàòèì
íà p è ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì ÷òî n � õîðîøåå.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ÷èñëî 70p, ãäå p > 144, îíî áóäåò õîðîøèì. À òàêèõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî.

8. Îòâåò: 15 ïîäìíîæåñòâ. Ïðèìåð: èíòåðïðåòèðóåìM êàê ìíîæåñòâî ðåáåð 6-âåðøèííîãî ãðàôà è â êà÷åñòâå

ïîäìíîæåñòâ áåðåì íàáîðû èç 7 ðåáåð âèäà (ðåáðî è 6 ðåáåð, íå èìåþùèõ ñ íèì îáùèõ êîíöîâ).

Îöåíêà. Ïóñòü A � îäíî èç íàøèõ ïîäìíîæåñòâ, B = M rA. Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâà C, ñîäåðæàùèå òðîéêè
(a, b, c), ãäå a, b ∈ A, c ∈ C. Òàêèõ òðîåê èìååòñÿ C2

7 · 8 = 168. Åñëè |C ∩ A = 3|, òî C ñîäåðæèò 3 · 4 = 12 òàêèõ

òðîåê, åñëè |C ∩ A| 6 2, òî íå áîëåå 5 òðîåê. Òàêèì îáðàçîì, êðîìå A íåîáõîäèìî åùå õîòÿ áû 168/12 = 14
ïîäìíîæåñòâ.

9. Äîêàæåì, ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí xk ïðåäñòàâèì â íóæíîì âèäå. Åñëè k > n2, òî k = a(n+1)+ bn ñ öåëûìè

íåîòðèöàòåëüíûìè a, b (â êà÷åñòâå a áåðåì îñòàòîê ïðè äåëåíèè k íà n), òàê ÷òî äëÿ òàêèõ k óòâåðæäåíèå

âåðíî. Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî åñëè óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ k > N , òî îíî âåðíî è äëÿ k = N − 1. Äåéñòâèòåëüíî,
xN−1 = (x + xn+2)N−1 − P , ãäå P ñîäåðæèò òîëüêî îäíî÷ëåíû cxk, k > N . Òàê (ïî èíäóêöèè �âíèç�) äîêàæåì

òðåáóåìîå.

10. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî n ÷èñëî f(n) ñîäåðæèò íåêîòîðûé ïðîñòîé äåëèòåëü p â íå÷åòíîé

ñòåïåíè. Òîãäà ïî èíäóêöèè î÷åâèäíî(ïðîèçâåäåíèå f(n)f(n − 1) � êâàäðàò), ÷òî äëÿ ëþáîãî k ÷èñëî f(k)
... p.

Ïîäñòàâèì n = kp− 1− k. Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü êðàòíà p, à ïðàâàÿ íåò.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî n â f(n) âñå ïðîñòûå âõîäÿò â ÷åòíîé ñòåïåíè, çíà÷èò ýòî êâàäðàò. Ïóñòü f(n) = g(n)2,
g(n) > 0. Òîãäà èñõîäíîå ðàâåíñòâî ïåðåïèøåòñÿ â âèäå: g(n)g(n− 1) = |n+ k − g(n)2|. Òî åñòü g(n)2 ± g(n)g(n−
1)− (n+k) = 0. Ðàññìîòðèì ýòî êàê êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî g(n). Òàê êàê ó íåãî åñòü öåëûé êîðåíü,
òî åãî äèñêðèìèíàíò g(n − 1)2 + 4(n + k) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì. Ïóñòü n + k � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî

p, òîãäà 4p ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ äâóõ êâàäðàòîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî âîçìîæíî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,

êîãäà g(n− 1) = p− 1 = n+ k − 1. Ïóñòü g(l) = l+ k, òîãäà g(l− 1) = |l+k−g(l)2|
g(l) = l− 1 + k, ÷òî äàåò íàì ïåðåõîä

èíäóêöèè �âíèç�. Òàê êàê ó íàñ åñòü ïåðåõîä âíèç è áåñêîíå÷íî ìíîãî òàêèõ n = p − k − 1, ÷òî g(n) = n + k, òî
äëÿ ëþáîãî n ïîëó÷àåì f(n) = (n+ k)2.

Ðåøåíèÿ Ëèãè òàêòèê. ×åòâåðòûé òóð.

1. Ïåðåïèøåì äàííîå â óñëîâèè ðàâåíñòâî â âèäå (y − z)(xy + xz + 1) = z2. Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèÿ â

ñêîáêàõ âçàèìíî ïðîñòû: ïóñòü, íàïðèìåð, y − z äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p. Òîãäà z
... p, îòêóäà xy + xz + 1 =

x(y−z)+2xz+1≡
p
1. Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî åñëè ïðîèçâåäåíèå äâóõ âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë � òî÷íûé

êâàäðàò, òî ñàìè îíè ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè êâàäðàòàìè.

2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ñåðåäèíó îòðåçêà BC. Çàìåòèì, ÷òî PK ·PB = PL ·PC, èç ÷åãî âûòåêàåò, ÷òî òî÷êà P
ëåæèò íà ðàäèêàëüíîé îñè äâóõ äàííûõ îêðóæíîñòåé. Íà íåé æå ëåæàò òî÷êè F è X. Çíà÷èò, PK ·PL = PF ·PX.

Òàê êàê ∠BXC = 90◦, ìû ïîëó÷àåì PX = PB = PC. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî PF = PK = PL, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü,

îçíà÷àåò, ÷òî ∠KFL = 90◦.

3. Çàìåòèì, ÷òî (ab+ c)2 6 (a2 + 1)(b2 + c2) ïî íåðàâåíñòó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî äëÿ äâóõ ïàð ÷èñåë. Òàê êàê

b2 + c2 = 1 − a2, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî (a2 + 1)(b2 + c2) = (a2 + 1)(1 − a2) = 1 − a4. Îòñþäà, ïåðåâîðà÷èâàÿ äðîáè,

èìååì: 1
(ab+c)2

> 1
1−a4

. Ñêëàäûâàÿ òðè òàêèõ íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

4. Äîêàæåì, ÷òî 4n ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì: 4n = 4n−1 + 4n−1 + 4n−1 +
4n−1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 4n = a2 + b2 + c2 + d2, òî ñîêðàòèì ýòî ðàâåíñòâî íà íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ ñòåïåíü

äâîéêè, ïîëó÷èâ 4m = a21 + b21 + c21 + d21, ãäå ñðåäè ÷èñåë a1, b1, c1, d1 åñòü íå÷åòíûå. Òàê êàê m 6= 0 (èìåííî çäåñü
ìû èñïîëüçóåì òîò ôàêò, ÷òî ýòî êâàäðàòû èìåííî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë), òî, ïî ìîäóëþ 4 ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ÷èñëà

a1, b1, c1, d1 äîëæíû áûòü íå÷åòíûìè. Åñëè îíè âñå ðàâíû 1, òî ïîëó÷àåì íàøå ïðåäñòàâëåíèå. Èíà÷å m > 1, è
ïî ìîäóëþ 8 ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.



5. Íåëüçÿ. Äåéñòâèòåëüíî, âûáåðåì ëþáóþ ïàðó ýëåìåíòîâ è ðàññìîòðèì âñå ñåìèýëåíìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà,

ñîäåðæàùèå ýòó ïàðó. Çàìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî óñëîâèþ, êàæäûé èç îñòàâøèõñÿ 13 ýëåìåíòîâ ëåæèò ðîâíî â îäíîì

èç ýòèõ ìíîæåñòâ. Òî åñòü, åñëè âûêèíóòü èç ðàññìàòðèâàåìûõ ïîäìíîæåñòâ âûáðàííóþ ïàðó ýëåìåíòîâ, òî

îñòàâøèåñÿ ïÿòèýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà äîëæíû îáðàçîâûâàòü ðàçáèåíèå îñòàâøèõñÿ 13 ýëåìåíòîâ. Íî ýòî

íåâîçìîæíî, òàê êàê 13 íå äåëèòñÿ íà 5.

6. Îáîçíà÷èì ∠AMC = 2α. ßñíî, ÷òî DM = MC = MB, òàê êàê òðåóãîëüíèê BDC ïðÿìîóãîëüíûé.

Òîãäà ∠DCM = 90◦ − α
2 . Åñëè O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC (ïî óñëîâèþ, îí ëåæèò

âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC), òî ∠AOB = 2∠ACB = 180◦ − α. Òåïåðü, ïóñòü I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè

òðåóãîëüíèêà ABM . Òîãäà ∠AIB = 180◦ − (∠IAB + ∠IBA) = 180◦ − 1
2(∠BAM + ∠ABM) = 180◦ − 1

2(180
◦ −

∠AMB) = 180◦ − 1
2 · 2α = 180◦ − α = ∠AOB. Òàê êàê òî÷êè O è I ëåæàò â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî

ïðÿìîé AB, ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî äîêàçûâàåò, ÷òî òî÷êè A, I, O è B ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

7. Ïóñòü ó âòîðîãî èãðîêà åñòü âûèãðàøíàÿ ñòðàòåãèÿ, òî åñòü, íåçàâèñèìî îò äåéñòâèé ïåðâîãî, îí ìîæåò

ïîëó÷èòü ñâÿçíûé ãðàô. Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûé èãðîê òîæå ìîæåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòîé ñòðàòåãèåé äëÿ ïîëó÷åíèÿ

ñâÿçíîãî ïîäãðàôà êðàñíîãî öâåòà: äëÿ ýòîãî åìó äîñòàòî÷íî ñäåëàòü ïåðâûé õîä êàê óãîäíî, à ïîòîì äåéñòâîâàòü

ñîãëàñíî ñòðàòåãèè âòîðîãî èãðîêà. Òàê êàê óæå çàêðàøåííîå èì íà ïåðâîì õîäó ðåáðî íå ìîæåò ñòàòü ïîìåõîé

äëÿ ñâÿçíîñòè ïîëó÷åííîãî êðàñíîãî ãðàôà, çíà÷èò ïåðâûé èãðîê òîæå ìîæåò ïîëó÷èòü ñâÿçíûé ãðàô. Òåïåðü,

ïóñòü îáà èãðîêà äåéñòâóþò ñîãëàñíî ñâîèì ñòðàòåãèÿì: ïåðâûé, êàê îïèñàíî âûøå, à âòîðîé � ñîãëàñíî ñóùå-

ñòâóþùåé ïî óñëîâèþ âûèãðûøíîé ñòðàòåãèè. Äåéñòâóÿ òàêèì îáðàçîì, îíè ïîëó÷àò äâà ñâÿçíûõ ïîäãðàôà, ÷òî

è òðåáîâàëîñü.

8. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êóáè÷íàÿ ïåðåñòàíîâêà � ýòî òàêàÿ ïåðåñòàíîâêà, êîòîðàÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå

öèêëîâ äëèíû 1 è äëèíû 3. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç an ÷èñëî êóáè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå
1, 2, . . . , n, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà an+1 = an + n(n− 1)an−2 (ýëåìåíò n+1 îñòàåòñÿ íà ìåñòå
èëè âõîäèò â öèêë äëèíû 3 âìåñòå ñ äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè ýëåìåíòàìè äâóìÿ ñïîñîáàìè). Ïðè ýòîì a1 = 1,
a2 = 1, a3 = 3, è äàëåå ïî ôîðìóëå a4 = 9, a5 = 21, a6 = 81. Äîêàæåì, ÷òî åñëè a6k−2, a6k−1, a6k

... 3l, òî âñå

ïîñëåäóþùèå ai, íà÷èíàÿ ñ a6k+3, äåëÿòñÿ íà 3l+1.

Ïóñòü a6k = 3la, òîãäà a6k+1 = 3la+6k(6k−1)a6k−2 ≡ 3la (mod 3l+1). Àíàëîãè÷íî, a6k+2 = a6k+1+(6k+1)6ka6k−1 ≡
3la (mod 3l+1), a6k+3 = a6k+2 + (6k + 2)(6k + 1)a6k ≡ 3la + 23la ≡ 0 (mod 3l+1). Äàëåå àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì,

÷òî a6k+4, a6k+5
... 3l+1, òåì ñàìûì âñå ïîñëåäóþùèå ai òîæå äåëÿòñÿ íà 3l+1. Ïîñêîëüêó a4, a5, a6

... 3, òî
a2010 = a6·335

... 3
335.

9. Ïóñòü x2+2x = m è x3−6x = n, ãäå m è n � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Íàïèøåì òàêîå ðàâåíñòâî: n = x3−6x =
x3 + 2x2 − 2x2 − 4x − 2x = x(x2 + 2x) − 2(x2 + 2x) − 2x = mx − 2m − 2x = (m − 2)x − 2m. Îòñþäà, åñëè m 6= 2,
ïîëó÷àåì x = n+2m

m−2 , òî åñòü, ðàöèîíàëüíîå. Çíà÷èò m = 2, îòêóäà x2 + 2x = 2, îòêóäà x = −1 ±
√
3. Î÷åâèäíî,

÷òî îáà ýòè ÷èñëà ïîäõîäÿò.

10. Ðàññìîòðèì äâóäîëüíûé ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî áóäóò ñòðîêè è ñòîëáöû íàøåé òàáëèöû. Âåðøèíû

ýòîãî ãðàôà áóäóò ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè íà ïåðåñå÷åíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòîëáöà è ñòðîêè ñòîèò ïîëîæè-

òåëüíîå ÷èñëî. Óñëîâèå çàäà÷è ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè îò íåêîòîðîé âåðøèíû äî

äðóãîé ñóùåñòâóåò ïóòü, òî ñóììû ýëåìåíòîâ ðÿäîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì âåðøèíàì, ðàâíû. Ýòîé îçíà÷àåò,

÷òî â ëþáîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ñóììû ÷èñåë âî âñåõ ðÿäàõ ðàâíû. Íî òîãäà â êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè

ïîðîâíó ñòðîê è ñòîëáöîâ. Òàê êàê, ïî óñëîâèþ, êîìïîíåíò ñâçÿíîñòè, ñîñòîÿùèõ ðîâíî èç îäíîé âåðøèíû íå

áûâàåò, ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.


